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AVERTISSEMENT.

Sous le titre de Théorie des Cristalloides (7)), | ai

donné une théorie généra]e des solides géométri-

ques, basée sur la considération de solides polygo-
naux, etsurla décomposition rationnelle des solides,
tant anciens ¢ue nouveaux, en onglets i surface
eylindrique et a section triangulaire. L’équation al-
oébrique ne joue, dans cet ensemble, que le role
d’une simple directrice; mais les notations algébri-
ques m’ont permis d’établir quelques formules dune
importance reelle.

Les cristalloides polygonaux sont, & mes yeux, la
forme primordiale des solides de révolution; dans
la présente étude géométrique, je traiteral princi-
palement des cristalloides & directrice circulaire;
¢'est I'équivalent du VIIi° Livre, mais la sphére n’y
figure (u’en corollaire, et Jai pu traiter aussi des
séries différentes de celle qui comprend la sphere.
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(*) Grand in-8 de 6o pages, avee § planches, Paris, Gauthier-Villars;
1867, — Prix : 3 {ranes,



Vi AVERTISSEMENT,.

[’ Auteur, bien qll"il ait obtenu, en son tenps,
une nomination en Géométrie, au grand Concours,
ne s’est pas assez occupé de cette branche de la
science, powr ne pas avoir a réclamer, en commen-
cant, 'indulgence du lecteur; qu’il lul soit permis
aussi d’adresser ici ses remerciments a MM. Gerono
et Prouhet, qui ont accueilli une de ses Notes
dans leurs Nowvelles Annales de Mathématiques,
2 série, t. V, p. 525, et i M. Delaunay, qui a bien
voulu donner a I’Académie des Sciences un résume

verbal dun précédent travail.
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DIRECTRICE CIRCULAIRE.

CHAPITRE PREMIER.
EQUIDOMOIDES ().
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Prorosition [.

La surface construite, dans un angle dicdre, sur unc
portion de polygone régulier ABCD tracée dans une des
Jaces de U'angle, le diamétre TG devant coincider asec
Paréte de Uangle, a powr mesure la projection NQ du
contour ABCD sur le diamétre TG, multplice parle tan-
gente construite sur un rayon égal a celur du cercle inscrt
dans le polygone, et pour un angle « correspondant a
langle diddre proposé.

Soit I'angle diedre (PL. 1, fig. 1) formé par les deux
plans UFG ¢t VFG; soit dans le premier de ces plans une
portion de polygone régulier ABCD telle, qu’un de ses
diamétres FG coincide avee 'aréte de 'angle; par cha-

vy

(*) Lguidomoides et équitrémoides s¢ diront par abréviation des ex.-
pressions ellidomoides ot ellitrémoides équiaxes, afleclées aux cristal-
lotdes a directrice clliptique équiaxe, ¢’est-d-dire circulaire.
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cun des cotés de cette ligne polygonale, menons des
plans perpendiculaires au plan UFG et considérons Ia
portion de ces plans ou surface formée par la somme
des quadrilatercs tels que ABB’A’, BCC'B’, etc. La sur-
face ainsi construite est celle dont [a mesure a été énon-
cée, et pour la démonstration il conviendra d'envisager
chaque quadrilatéere séparé¢ment.

Le point I étant an milieu de AB, et IK étant une per-
pendiculaire & ’aréte abaissée du point I, on a

lc trapeze construit sur AB ou  surl. AB = AB < 1V,

¢’est-a-dire la hauteur multipliée par la ligne joignant
les milieux des cdtés non paralleles du trapeze.

Menons AX parallele a I'aréte I'G, et élevons en I sur
AB la perpendiculaire 10; les triangles ABX, OIK auront
les cotés perpendiculaires chacun & chacun, donc ils
sont semblables el donnent la proportion

| K4
AB:AX ou MN:: O1: 1K :: Olﬁiu 1V
T 1’ T :
(cn multipliant les deux termes par TOk ’ol1 'on tire
AB ¢ 11 = MN ¢ 2L
IK
donc
’ /
surl, AB = MN < ol >< L
Ik
On verrail de méme que
| 0F < ¥’
genf T e ND
surf. BC = NI x T
surf.CD = .............

Mais pour toutes ces surfaces on voit :
1 Que les droites telles que OI, OJ, .. . sont égales,
le polygone étant régulier;
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2* Que les droites telles que IF et 1K sont propor-
tionnelles aux droites telles que 13" et JK' (triangles rece-
tangles ayant un angle aigu « constant).
On pourra donc écrire
1y
m‘.‘

Il’
K’

---------------------------

surf. BC = NP x ray. Ol

Sml CD =PQ X ray. Ol x

Done, en ajoutant,

surf. ABCD = (MN + NP - PQ) 3< ray. O 3 i]'%
= MQ < 0] < Il[

Or, la tangente construite sur le rayon Ol pour un

[
angle « a bien pour valeur O < - On pourrait, ¢t ¢’es(

IK
ce que nous ferons par la suite, remplacer le rapport

IK
par la nolation tange. On éerirait alors
surf, ABCD = MQ < ray. Ol < tang .

Corollaire. — Si Uon considére un polygone régulier
d’un nombre de eotés pair ct que 'arcte FG passe pav
deux sommets opposés I, G, la surface entiere construite
sur le demi-polygone FACG sera égale 4 aréte FG mul-
tipliée par le rayon et par la tangente ci-dessus.

Prorostrion 1I.

L'aire ou surface convexe d’'un onglet ¢ directrice cireu-
laire est égale a la hauteur de Uonglet multiplice par la
~tangente constiuile sur le rayon, pour un angle « corres-
pondant a ' angle dicdre de Uonglet.

Soit are AB ( fig. 2) dans le¢ plan UBO 5 considérons
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I’aire convexe construite sur cet arc dans Pangle diedre
(IBOV par l¢ mouvement d’une droite perpendiculaire
auw plan UBO; soit BO une partic & la fots d’un diamétre
ct de I'aréte de Pangle; inscrivons dans ['arc une portion
régulitre de polygone ACB, et sur ACB construisons
dans 'angle ditdre une surface comme au numéro précd-
dent. On voit que si 'on doublait indéfiniment le nombre
des cotés de la ligne polygonale inserite, la surface ACB
construite sur cette ligne irait en s’approchant sans cesse
de Ia surface & directrice circulaive AD ct aurail cetle
surface pour limite.

~Or la surface ACB a pour mesure (Prop. I) sa pro-
jection BK multipliée par le rayon du cercle inscrit i
ACB el par tangx.

Mais & mesure que le nombre des cotés augmente, le
rayon du cercle nscrit s’approche de plus en plus de la
vitleur du rayon OB el a cette valeur pour limite.

Donc, co passant & la limite pour les surfaces comme
pour les rayons

aire AB = BK < ray. OB X< tange (7).

La surface construite sur 'are AC, comme direcirice, a
aussi pour mesurc sa hauteur ou projection multiplice
par OB x tange, car elle est la différence des deux sur-
[aces d’onglet construites sur AB et sur BC; elle a donc
pour mesure

OBtanga >< (BK — BL) ou OBlange < KL.

= e

(*) On peut derire Rtange < R{1 — cosfz); la surface de comparai-
son, sur e prisme triangulaire de méme base, serait

Rsinplang 2z < R (1 — cosf).

Le rupport esl —e— -
oS
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Corollarre 1. — Dans des onglets ayant méme divectrice

et méme ouverture ¢, deux aires sont entre clles comme
lcur hauteur.

Corollaire /1. — L’aire ou surface convexe d’un onglet
ayant pour directrice une demi-circonlérence, dont Ia
projeclion est ¢gale au diametre, a pour mesure, en
appelant R le rayon,

surf.= Rlange X< 2R = 2[* tang «.
Pour un quart de circonférence (/ig. 3), on aurait
surf. = Rlanga ><X R= R* tang .

Ov considérons un prisme avant pour base le triangle
rectangle A’AQ, qui constitue la section de 'onglet par
un plan perpendiculaire i I'aréte OB, ct passant pav le
centre Q. Soit ce prisme limité en B par une base paral-
lele & la premitre; la surface rectangulaive AA' VU, com-
prisc dans I'angle diedre, a pour mesure la tangente AA’,
soit R tange, multipliée par la hauteur R; cette surface
sera dite extérieure.

La surface extéricure du prisme est done égale (7) &
I’aire convexc de I'onglet considéré; ce qui est vral aussi
pour 'onglet double construit sur une demi-circonfé-
rence.

A mLa A L L b B dram eoml b e - e PR Aw ek e e L e R mER o SR e m— A ik s Awrma

(*) La surface de notre onglet, en géncral, en appelant R le rayonet /
la projection ou hautcur, peut s’éerive £ R tang2; or la surface extéricure.

appartenant au prisme correspondant, a pour base AN ( /g, 2) ct une
hauteur BK = /4, c'est-a-dire que son expression est AAK tange; mais

dans le cercle AK = /4 (2R — /), en remplagant et prenant o vapport

] - “ ' -
des surfaces, on a un coeflicient —; quand /2t = R, cc qul a
VE(2R — )

licu pour e quadrant, on trouve pour valeur Punité. Ce cocflicient est
applicable aux surfaces des assembloges,
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1 on tient compte de Ia base supericure triangulaire
8
' R Riangx

du prisme, clle a pour mesure ou nioittc de

ad

la surface extérieure; on peut done dire que :

"3 . . 2 - R
Iinoncé. — Llaire de Ponglet est les 3 des surfaces

extéricure et triangulaire du prismedépendant dePonglet.

Corollaire 111, — L’assemblage de paveils onglets (%)

sur unc hase polygonale circonscriptible constituera des
solides appelés dguidomoides, et la propri¢té énoncée ci-
dessus 8’¢tend, par addition, a de {els asscmblages, alusi
qu’aux prismes tolaux qui s’y rattachent. La surface d'un
¢quidomoide est donc ¢gale & la surface extéricure ou
latérale du prisme corrvespondant (ou circonscrit), ou

. 2 . .
bien est les 3 de la surface lotale dudit prisme, en v

comprenant la base ou les bases selon le cas.

Corollaire IV. — La propriété énoncée dans le para-
avaphe précédent est indépendante du nombre des eolés
“du polygone d’assemblage. Lorsque ce nombre augmente
de plus en plus, on a pour limite du polygone un cercle,
et la limite de la figure d’assemblage cst une sphere, o
prisme circonscrit ayant pour limite le cylindre circon-
serit, On trouve done, en passant i la limite, que la sur-

_ . 2, : .

lace de la sphire est les 5 de la surface totale du cylindre
circonserit, surface qui est de 47R?* pour la portion con-
vexe, ¢t de 27R? pour les deux bases. La surface de la
sphire est done égale, comme on le sait, & quatre grands
cercles de méme rayon.

e T

R e b4

(MY Foir W Phéorie des Cristalloides élémentaires. Chan. 1,
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Prorosition Hl.

Le volume construit sur un triangle tracc dans une des
Jaces d'un angle diédre, dont Uaréte passe par wn des som-
mels duw triangle. a pour mesure la surface construate sur le
Ol oppose a ce sommel, maltiplice par le ticrs de la hau-
leur correspondant « ce cole.

Soit dans le plan UBC ( fig. 4) un triangle ayant un
de ses sommets placé sur l'aréte CB. Par chacun des
cotés de ce triangle menons des plans perpendiculaires i
UBC, et considérons 'espace compris entre les faces de
I'angle diedre et limité par ces plans; ¢’est le volume
construit sur le triangle donné ct dont la mesure est a
démontrer.

Pour cela on supposera :

v Que le triangle ABC (fig. 4) ait un de ses eoteés
coincidant avee Paréle diedre.

Le volume construit sur CAB est fa somme des pyra-
mides construites de méme sur les triangles CAD, ADB.
_“(f)'n a donc

v

vol. CAB =~ ADA’ 3¢ €D 4= = ADA’ 3¢ DB = = ADA’ < (B,
O N '

y (I 0

AD ~ZAAT

)

Or le triangle rectangle ADA" =

- A A
vol.GAB = -% CB > AD {'“,;""

Si I'on abaisse CG perpendiculatre suv A, ona
CG > AB =CD > AD,

ar ces deux pt‘O(‘lui[s mesurent le double de Paire Jdu
triangle CAB.
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Remplacant plus haut CB > AD par UG >< AB, il vient

vol. CAB = ~ ¢G.AB AL
3 2,

!

I\;‘\. * . .
Or AB — mesure la surface triangulaire construite suv

ad

AB, done
vol. CAB = surf.AB % -é- CG.

2° Supposons que le triangle CAB ( fig. 5) n’ait qu'un
sommet C sur Paréte diedre. Prolongeons le coté opposé
AB jusqu’a sa rencontre avee 'aréte en D (7) et abais-
sons CF perpendiculaire sur AB.

On aura :

vol. CAB = vol.CAD — vol.CBD;

or |

val. CAD == surl. AD X % CE,
et |

vol. CBD = surf. BD % CE,
donc

vol. CAB == (Surf. AD. — supf.BD ) >< = CE = surl.AB X :‘,,- CIs.

1
3

Prorosition lV.

Le volume construit sur une portion de polygone regu—
lier tracee dans une des faces d'un angle dicdre, de telle
sorie que le certre du polygone sout place sur U aréte dicdre,

(*) Pour le cas ou cette rencontre n’aurait pas lieu, par suite de pa-
rallélisme, il faut vwne troisitme démonstration spéciale, qui s'établit faci-
lement par analogio avee ce qui est dit dans les cours au sujet de la
révolution d’un tel triangle. |
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a pour nesure la surface construite sur le contour polygonal
multiplide par le tiers de U apothcme.

Soit dans le plan UFG (fzg. 1) le contour ABCD; pav
chacun des cotés de ce contour et par les cotés extrémes
AO et OD du secteur polygonal AOD, faisons passer des
plans perpendiculaires & UFG; le solide ainsi construit
dans 'angle diedre et limité par ces plans a pour mesure
la surface construite sur ABCD multipliée par le tiers
de Ol.

En eflet, le volume construit sur le secteur AOD est la
somme des volumes construits de méme sur les triangles
isoceles égaux AOB, BOC, COD.

Or, d’apres la proposition précédente,

vol. AOB = surf. AB < 3 OlI,

I

vol. BOC —- surf. BC % 3 O,

vol. COD = surf.CD < -é- Ol;

donc, en ajoutant, on a

vol.AOD = -;— OI (surfl. AB + surf,BC + sur{.CD)

o -é- 01 >< surf. ABCD.

[ 4

Prorosition V.

Le solide construit dans un angle dicdre, sur un sccteur
circulaire (voir Pror. 11) dont le centre coincide avec I aréte
diedre, a pour mesure la surface construile sur la directrice
circulaire multiplice par le tiers du rayon.

Soit Pare AB (fig. 2) dansle plan UBO, ct considé-
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rons d'abord fe cas ol un ravon extréme BO du seeteur
coinciderait avee Parvéte ditdre; inserivons dans cet are
une portion régulicre de polygone ACB: sur P'are AB
construisons une surface par le mouvement d’une droite
perpendiculaire & UBO. Sur ACB construisons une sur-
face comme précédemment: considérons les solides limi-
Lés dans 'angle diedre, soit par P'une, soit par I'autre de
ces deux surfaces, et par le plan mené par AO.

St 'on double successivement le nombre des ¢otés du
polygone ACB, & mesure que ee nombre va en augmen-
tant, le solide construit sur le sccteur polygonal ABO
s'approche de plus en plus du selide construit sur le sec-
teur circulaire qui Penveloppe. Le solide polygonal »
pour limite Pautre solide, comme le secteur polygonal a
pour limite le secteur circulairve, comme Papothéme Ol
a pour limite le rayon OA.

En reprenant la proposition précédente sur le solide
polygonal, on conclut immédiatement, en passant i Ia
limite, que

val. AOB == supf. AB xém\.

Le solide construit sur le secteur OAC a aussi pour
mesure la surface construite sur ’arc AC multipliée par
le tiers du rayon, car il est la différence des solides con-
struits sur les ares ACB et BC. On a done

vol. AQC == (surf. ACR — suef. CB) < é- OA = surf, AC < = OA.
3

Corollaire 1. — Si le sceteur circulairve sur lequel se
construil le solide compris dans I'angle diedre devenait
¢gal au demi-cercle, le solide correspondant serait un
onglet a surface eylindrique, a divectrice demi-cireulaive:
un tel onglet (aussi bien que celui qui aurait un quart de
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circonférence sculement pour direetrice) (fig. 3), a pour
mesure (Pror. I1) Riange > I ; done le solide construit

I no
sur le secteur de hauteur Ha pour mesure 3 R* tange X< 11,

et, dans le cas du secteur demi-circulaive, on a pour l'on-
slet correspondant, de hauteur 2R,

2

VO]..."":3

¥ tang «.

Considérons le prisme (fig. 3) ayant pour section ou
base le triangle rectangle A’AO, qui constitue la seclion
de Uonglet par un plan perpendiculatre i l'aréte diedre
OB. Soit ce prisme limité par des bases paralleles, ct de
hauteur 2R correspondante & un diametre cntier. La
solidité de ce prisme est

Rtange
QO’X

sR—=—R?3 Langa.

En rapprochant cette valeur de celle de Ponglet on voit
que :

r ' « 1e, s ' 2
Enoncé. — La solidité de Yonglet est les 3 de celle du

prisme dépendant de ['onglet.

Corollaire II. — L’assemblage de pareils onglets sur
une base polygonale circonscriptible constitue Ies solides
déjh appelés équidomoides, et la propriélé énoncée ci-
dessus s'étend, par addition, a de tels assemblages ainsi
qu’aux prismes totaux qui s’y rattachent. L¢ volume d'un
équidomoide est donc les deux tiers du volume du prisme
correspondant (ou circonscrit), rapport qui avait déji
été reconnu en ce qui concernc les surfaces des deux
solides.

Corollaire III. — La propriété énoneée dans le para-
araphe précédent est indépendante du nombre des cdtés

i)
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du polygone d'assemblage. Lorsque ee nombre augmente
de plus en plus, on a pour limite un cerele, et les figures
d'assemblage ont pour limite la sphere et le eylindre. On
trouve done, en passant a la limite, que le volume de la

‘ 2 > . .
sphere est les 5 du volume du eylindre civconscrit dont la
solidité est de = R? < 2R; d’olt le volume de Ta sphere

4w
) Blrrli".

Prorosirion V.

Le solide construit, dans un angle diédre, sur un dem:-
seament de cercle compris entre deux cordes paralleles,
['aréte dicdre €tant perpendiculatre sur le milien de ces pa-
ralléles, @ pour mesure la denu—somme de ses bases trian~
culaires, mudtiplices par sa hawteur, plus la solidite d un
onglet cquidomoidal de méme angle et dont cette hanteur
est le diamétre.

Le demi-segment de cervele dont 1l s’agit (fig. 0),
compris dans le plan-UAY, est désigné par les lettres
BMDEF. Le volume construit sur ce segment

vol. BMDEF = vol. DMBI 4- vol. BEFDI.

Il faut d’abord trouverie volume construit sur le segment
- DMBI, extéricur i Paréte dicdre AC. Envisageons le see-
tcur BMDC; le volume cherché est la différence entre le
volume construit sur ce sceleur et le volume constrint
sur le triangle BCD.

Or

vol.sect, = surl, DMB  ou (CBlang a X< proj. EI' ) < %CB;

de méme

vol. trinngul, == surf. DIB ou (CI tange < proj. EF) ;\:% Cl;
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bn difference cherchee est

.
r—

vol. DMBI = = (CB — €

5 ) Ll wangz,

el it cause du triangle rectangle CBI on «

- ———

gvoI.I)M_Bl.—-— Bl . EF. tang o

« ou encore

I . __“IB_I*iz.”_ o lange wwr oo
1\ \cal.‘l)MBlmg—?{--L[ tang o == ——— - BD .ET.

Quant au volume construit sur BEFDI, c¢’est un tronc

Dy

. ' -~ ]; -
de pyramldc de hautear EF; les bases sont — lang «

r BE.DF
ol —tangu; la moyenne des bases est ———tan

Le volume du trone est donce

(2)  vol. BEFDI =

b - ! 2 I T |
tang « ... { BE + DF - Bl. DE
— EF -
3 2

Or le volume » démontrer est la somme de (1) et (2),
¢’ est-a-cdire

Lang e

(2BE —+ 2DF + 2BE.DF 4+ 8D );

|
maisona (")

B == EF -+ DF — 2DF.BE + BE .

A - A T e L R T S e wan e mE . g - s —————— s
i Bl Nobme ok 8 B mame v A REEr - Lep M R ekl TR o ¥ vl mise e rh Cirnomn - -

(*} En menant BO parallele a EF,
RO = EF, BO = EF’,
el encore
DO = DR — BE,

ot, Clevant au carrd,

DO == DI — 2 DF.BE - BE -

~done

it —_— —— — e’ -——-;:
BD = RO == DO = EI* +-DF — 2 DF.BE + BE .



— 20 —

Ln remplacant et réduisant les termes, il reste

vol. BMDEF — '“'”:; ‘&F (3BE +3DF -+ EF )
| ﬂg- ) "2 ] e
::umgo:EF(m }‘” )-;-"'” “Er .

l' 1722

Le premicr de ces termes représente la moitié de la

somme des bases mullipliée par la hauteur EF. Le se-

. « langa

cond, équivalent & —3—
3

onglet de méme angle «, ct & directrice demi-circulaire,

E '

—> soit pour diametre EF; c'est ce

EF < 5 EF, représente un petit

ayant pour rayon
qu’il fallait démontrer,

Corollaire I. — Lcs segments d’équidomoide formés par
assemblage de pareils onglets, ont pour solidité la demi-
somme des bases multipliée par la bauteur du segment,

plusle solide ¢quidomoidal semblable au proposé et ayant
pour hauteur celle dudit segment.

Corollaire II. — Si 'assemblage est fait sur un cerele,
ce qui donne un segment de sphere,-le volume segmen-
taire a pour mesure la demi-somme des deux cylindres
correspondant aux deux hases, et de hiauteur égale a celle
du segment, plus la solidité du petit solide semblable,
loquel dans ce cas est une sphere ayant pour diametre la
méme hauleur.

Corollaire II1. — Sil'une des bases est nulle, 'onglet
¢quidomoidal a pour volume

lange
12,

rlotm: |, Tl
AF (3DF -+~ AF );
Ia section triangulaire ou base pour I'assemblage cst

Dl*I ST :
—— tanga; en la multipliant par la hauteur ou projee-



tion A¥, on ale volume du prisme correspondant, ot le
rapport de ces volumes doune un coefficient

tang «
I

AF (Sfl-ﬁf‘2 - Kf)

—2 —_—1
(3DF + AT )

=2
O6DFK

Lang «

‘AR DI

2

Jicrivons pour AF désormais %; dans le cercle on a

])1?2:&(211-—— i), et en introduisant cette valeur il

vient
ORA—=3+ /N G6R—2h
Oh{(2R—1N) — 6(2R—1)

' . 2
Pour R = /4, on retrouve la fraction 3

Le volume de tout équidomoide plus ou moins seg-

mentaire s’obtiendra done en mu
hauteur et le produit par le coc
quel nous aurons i revenir plus
ausst éerire en fonction de Uare
h=R(1r— cosp).

tpliant la base par la
ficient ci-dessus, au-

oln, ¢t que I'on peut
2 =+ CO5 5

3 3c0s B’ en falsant

Corollaire IV. — La mesure de 'onglet équidomoidal
2 deux bases AXC et BGD' ( fig. 11) peut aussy s'éerire,

GX ¢tant A,

R?sin?flange -+ R? sin’y tange

lang «

| W/

h < 7

{2

)

(3Nzsin*B 4+ 3R sin'y ) htange + /8 lang e

ap—
o —

12

Le prisme correspondant ou
hR?sin’P tang o
2

, d’olt le coeflicient

3(sin®f 4 sin*y) i% 3 4

L] ‘l :.
3 sin’y N

de comparaison est

Ik

CHTMS!

Tt — T

0 sin*f5

ey -

Rsin's
(>
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On voit que pour 7 = o, R*sin*B = A (2R —1), ¢t
. GR—2h
on retrouve la formule connue - -
b(2R— 1)
Quant a la surface, elle a pour mesure la projection
GX ou /Z de I'arc sur lIe diametre multipliée par Rtang«

(Pror. II), soit 2R tang«. La surface rectangulaire de

. . \ . i
comparaison est 2R sinfS tangea, d’ou le coellicient —

sinB
ArpENDICE. — Onglet équidomoidal ogwal ou a direc~
trice intersécante. — Un tel onglet A'B'E'C (fig. 11),

dont D'aréte ditdre B'E’ est parallele au diamctre du

cercle, a pour solidité celle du segment & deux bases pré-

cité (ACXGBB’ sur la figure) moins la somme : 1° du

prisme EXE'BGB’, 2° du solide eylindrique AEBA'E'B'.
Faisons ce calcul.

L’onglet & deux bases vient d’étre donné :
3NN tange (sin?* — sin?y) 4 A lange
- 12 ’

on retranchera le solide cylindrique dont la base est la
différence entre AXGB ct le rectangle EXGB ou AR siny.
Le demi-segment AXGB est la dillérence entre AXOD
ct GOB, soit, en tenanl compte des secteurs 5 el 7,
Re - e R*cosf3sinf RV R*(cosf5 - /z)sin'/;

" 300 2 360 2

retranchons le rectangle 2R siny; telle est la bhase du
solide eylindrique de hauteur R siny tang«.

Pour la solidité cherchée on retranchera aussi le prisme
A R* sin“z tang e

. Je laisse de coté le facteur commun &
tous les termes R* tanga, et je trouve

34 (sin®f —sin®y) + P tangz  Asin’y
12 )

nen Vo B cosfising oy {cospAysing] L
It bmy[-. T " P et — - /e sin®y.
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Le prisme de comparaison, en éeartant aussi R? lang o,

esl
h(sinf — siny)

2

Le quotient donnerait le cocflicient; sans transformer
davantage ce cocllicient, on peut voir que pour y = o l¢
numcrateur se réduirait au premier terme, qui lui-nménie.

O —2/h

comme on I'a vu plus haut, reproduit fa formule :
OD(2lR— /)

deja bien connue.

Quant & la surface et & son cocllicient, ils s’obtien-
dront lacilement. On retranchera de la surface d’onglet
ABB'C (frg. 11), donnée au Chapitre précédent, la sur-
face eylindrique AA’B'D :

Y ﬁ - y 1 ; r
27 l{‘—g—go——bmyum;:,a.
La valeur est done
hRlanga — 2742 —--.;:l sin Yy langeg;
lang 560 / O

[a surface de comparaison sur le prisme est
hiange (RsinP — Rsiny),

d’ol le coellicient
R
h-—2nlk '3-,—,----/- siuy
200

~ h(sinP — siny)

I
')‘ H —_— 1 ThY » T -
pour y = o on retrouve Y
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CHAPITRE II.

EQUITREMOIDES.

Prorosition I.

L’ aire ou surface concave d un onglet a direcirice ctrcu-
laire tnyverse a pour mesure [ cxpression

*tanga(2w % sinf3 -+ cusfp — 1).

Soit 'arc AB ou £ placé inversement dans le plan UBO
(fig. 7), cetare étant supposé tangent en A sur AO per-
pendiculaire & I'aréte BO, BO pouvant d’ailleurs étre
sc¢cante en B. Considérons 'aire concave counstruite sur
cet are, dans l'angle didédre UBOV, par l¢ mouvement
d’une droite perpendiculaire au plan UBO; telle est la

surface dont la mesure est cherchée.

Construction auxiliaire (*) (fig. 8). — Sur 'arc OE
tangent en O & OY j’éleve une surface cylindrique droite
OLCA, je mene le plan oblique BCXO et je construis le
parallélipipede rectangle ayant pour base supéricure
ABCD sur laquelle se reporte 'arc OE en AC tangent
i AB. Dans celle figure, on trouve 'onglet direct COXE
déja traité au Chapitre précédent, et l'onglet inverse

-

- e g g

(*} Celle construclion, qui est géncrale, 2 déji éL¢ employée dans mon
Mémoire aulographié., ~
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ABCO, de méme nature que celui du paragraphe pre-
cédent.

La surface concave ACO, comprise dans I'angle ditdre
ABCOX, cst la différence entre la surface eylindrique
ACEO ct la surface d’onglet direct COE.

Cette derniere a pour mesure (Chap. I, Prop. II), cn
posant OX = A =R (r — cosf3),

hRtange ou R*tange (1 — cosp).

- B " . o o Ao
En appelant z—1la fraction qui exprime le rapport dc

I'arc OE ou AC & la circonférence entitre, la surface cy-
lindrique dont cet axe est la base a pour mesure

B _ p e
2w R 360 g CE — B.'g"b—' > X lﬂnbfz,

mais OF étant le rayon R, EX peut s’écrire Rsin 3 ; la sui-
[ace cylindrique est ainsi

B

> 360

R?tange sinf3.

La différence donne

surl.ACO = R*tang  ( 3—9- sin3 -+ cosP —1).

Corollaire I. — Passons i la surface extérieure du
prisme; c’est le reetangle ADXO, dont la mesure est

R{t —cosB) <X Rsinf tange = Rtang« sin P (1 — cosP).
Inoncd, — Le rapport des deux surfaces, ou cocfli-
. cient, est donc

T .—,Q—-sin@ -+ cosfp — 1

300
sin3 — sin cosf
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Lorsque Vare est un quart de circonférence,

B

36() T L

_—]

b

sinfo==1, cosf=o,

el le coellicient devient

Corollatre 1I. — L'assemblage d'onglets tels que celui
que U'on vient d’étudier, sur une bhase polygonale cir-
conscriptible, constitue le solide appelé dquutrémoide. Cr
solide posstde, par rapport au prisme circonscril & las-
semblage, le cocfficient précité.

Lorsque, par I'angmentation du nombre des cotés de
a base, celle-c1 s’approche d’étre circulaire, on a pour
imite des ¢quitrémoides un solide de vévolution obtenu
har la circonvolution d’un quadrant (si 'arc est d’un quart
cnticr de circonférence) autour d'une langente extréme.

La surface de ce solide s’exprime par sa hautecur
R < 2nR, civconférence de base, multipli¢e par le coel-

™ 2

ficlent - On trouve ainsi

surf, —= RPw(mw — 2).

Son rapport A la surface du cercle est # — 2, ou numéri-
quement 1,1415....

Il convient de remarquer que la formule de notre Pro-
vositioN | s’applique a des équitrémoides tous différents,
¢t pour leur hauteur totale, les diverses valeurs de cette
formule ne donnant pas les segments successifs d'un
méme solide, comme ecla a lieu pour 'équidomoide du
Chapitre I**; nos équitrémoides ont d’ailleurs leurs faces
constamment tangentes au plan de base.
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Prorosrrion I1.

Coefficient de solidité d’un onglet a directrice circulaire
mverse.

Il s’agit du solide ABCO (/fig. 8), obtenu par la con-
struction auxiliaire de la Prorosrrion I. Dans cette con-
struction on trouve 'onglet inverse ABCO, Uonglet direc
COXE et un volume cylindrique OEXACD.

Notre onglet inverse est compris dans le prisme
OABCDX; ajoutons & ce prisme Ponglet direct COXE,
dont nous connaissons la solidité. |

Si Von retranche de ce total le solide cylindrique
OEXACD, il reste 'onglet ABCO en question. Faisons
d’apres cela notre caleul, mais en nous servant des coel-
ficients ou rapports au prisme triangulaire.

La solidité de ce prisme étant 1, en y ajoutant le coef-

2 —+ Ccos3
3+ 3cosp

duquel il faut retrancher le mppmt du solide cylin-
drigue au méme prisme.
Or la base de ce solide est, par différence,

, on a un total

fictent de I'onglet direct ()

R*sind cosls
sceeteur s 2 ?%I — Iriangic -—_E)"“—*'—*Ea

¢t [a hauteur est
RsinB tange:

le produit donne

G sinfs cosp”
3 of LN g
R'sinf tang o:( 3 . )

R I R IS EE PRIy * RE T RS Y I ]

(*) Dernier paragraphe du Chapitre 17,



I faut diviser par la solidité du prisme

IR? sin®*{ Lang '1 ‘
{3 DaxI{(l___cosﬁ)z!—{—Si[’]iﬁlﬂngﬁﬁ(['—Cosﬁ);

f‘)

a4 alp

le rapport est
. B
“ % 360

Sinfi (1 — cosf3)

— sinf3 cosf

fequel est & soustraire.
On arrive ainsi a 'expression

. o B
- > -+ c0sf +sm;3 CoSf3— 2n 360
3+ 3cosf sin3(r — cosB)

coeflicient indépendant de R et de tange, et qui, mul-
tipliant le produit de la base triangulaire de l'onglet
R2sin?f3 lang«

l)

‘ inverse considéré,
lume de ’onglet inverse considéré

par sa hauteur R (1 — cosfz), donne l¢ vo-

Corollaire I. (Enonce.) — L’assemblage de tels onglets,
dont 1l-a déja été question (Pror. 1, Coroll. IT), sous le
nom d’équitrémoides, donne des solides dont le coelii-
cient est e méme que celui de 'onglet.

Lorsque 'arc {5 est un guart de circonférence enticre
 (fig. 7), le coefficient devient
10 — 37

F —
J ih G
3727 ou 0,096. ...

§)

Corollaire 11. — Quand un (el équitrémoide a une base
circulaire, le solide est celut qu’on obtiendrait par la ré-
volution d’un quart de circonférence (Proe. 1, Coroll. IT)
ct qui a pour surface R*w (m — 2); son volume sera

-

lo-afr‘)
o

w4 R, (

/
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PREMIER APPENDICE. — Equitrémoide non tangent ¢ la
base. — On a vu dans I’Appendice du Chapitre I°" Ia for-
mule de 'équidomoide intersécant ogival; la construe-
tion auxilialre connue permettrait de calculer la formule
de I'équitrémoide inverse non langent i la basec comme
ceux qui ont été envisagés dans le précédent Chapitre.

Il v aurait de l'intérét a établir la formule de I’équi-
trémoide non tangent & Ia base, mais tangent a I'axe se
rattachant au segment équidomoidal & deuble base pour
le cas ol 5 = go degrés; selon les valeurs successives
de 7, on obticndrait les solidités successives de 1’équi-
trémoide & directrice langente i 'axe par extrémité
supérieure de arc.

Partons du segment a double base de la Prorositron Vi
du Chapitre I**. Sa formule pour f3 = go degrés pecut
s écrire

(1)

Manga
1o

[3R?(1 -+ sin?y) + A?],

cn ajoutant le volume cylindrique ayant pour basc le
triangle curviligne extérieur au demi-segment, hase
obtenue par différence entre l'aire ct le reetangle ZAR.
I’aire est

Rim pee Y iR siny ;
4 300 2

la hauteur du cylindre cst Rtange; le volume est

(2) I{langa:[/zli -1-7:1{*(3%{0_7}) "“:’"}’J_

Il faut ajouter (1) et (2) et retrancher le prisme

LR tang o
2
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AR (1 — siny ) lang o

r
2

)

Le prisme de comparaison ctant

on a un coefficient dans lequel tange disparait :

- " y IR osine / " . _ hR:
11(/;l{+z11-)(;j;;;—f-i)—’ :_‘“"+I;[511-*(1+sm=r,}_,./¢=1_..’_§‘_

————
T
2

AR* (1 — siny)

2

Si I'are est de go degrés, ¥ est nul, 2 = R, on retrouve
la formule du Chapitre précédent

Quant & la surface de notre segment d’équitrémoide
inverse, clle est la différence entre une surface cy-
lindriaue de hauteur R tange, construite avec lare

o —

27:1{@..,6

QU0
de comparaison étant AR tange (1 — siny), on a le coef-

ficient

Y, ot la surface d’onglet 2R tang «; le rectangle

_pp—v
'?Ju.l{ 360 h
I {1 — siny)

"9

pour 2 = go, comme ci-dessus, et y = 0, on retrouve la
formule connue

TS ™ — 2

—
, P
»
L

du Chapitre précédent.

SECOND APPENDICE. —— Je vais m’oceuper d’un cas
aénéral, lequel implique la connaissance de Iéquilré-
moide.
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Soit (fig. v2) pour direetrice Pare AOB, situé de part
ot d'autre du point O, extrémité du rayon OI' parallile
h 1'aréte diedre BE.

Le volume cherché de Ponglet correspondant i aire
EBOA est égal a Uonglet normal A’X"0°C, plus le solide
cylindrique & base OXA, plus le prisme 00’ GEXX’, moins
I’onglet équitrémoidal OGBO’ dont la formule nous est
connue cn lonction de Pangle . 1l serait factle, sauf la
complication du caleul, d’établir dans ce cas et dans
heaucoup d’autres analogues (*) la formule et lc coeffi-
cient aussi bien pour la solidité que pour la surface.

Nous allons nous borner iel au cas ou I'are cst égal de
part et d’antre du point O & un quart de circonférence.

=, . " 2 R*lange |
L’onglet équidomoidal a pour volume z-—— =~ le

: : : 7 R? : R*angz
solide eylindrique est — - Rtange, le prisme est by

| 2
Total

Rlang Tl
ki (3—:— L 1> :
0, 3 2

0— 37 Bianez
>.( L
6 A

. ’ . , b 1
i retrancher I'équitrémoide ; on a

l
)

k4

1 ————
6 o b~ o

5w 10— 37\~ ><'I13mngcc___67r R*tang o
3 .

I lange
’

3

-

le prisme de comparaison cst 2R® tange; le coelficient

est done -+

4

Les solides formés par 'assemblage de tels onglets
sur une basc circulaive (vévolution d’un demi-cerele

ol W bl - e SR T A R T P et P A ————

—— - e e ——

{(*} Y compris e tore,
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autour d'unc tangente extréme) ont done pour volume

)

.

4.7:R’><R><Z'- ou mRR4.

La surface (pour go degrés) est celle de P'onglet, soil

o . . . L%
R*, plus celle de la partie eylindrique —- plus celle de

T — 2

I"onglet équitrémoidal R*. En tout

2
ll'—‘(r-—l— %—}—E——I):——r‘ﬂ’.

La surface de comparaison est 2R*; le coelticient est

-
-

done

2 |3

Y

)

2

Le solide a hase cireulaire a pour surface 2 7?R2.

st § D it -+



CHAPITRE 1II.

EXTENSION AUX ELLIDOMOIDES, ELLITREMOIDES,
PARADOMOIDES ET PARATREMOIDES.

L T Y L]

Dans les deux Chapitres précédents, j’ai envisagé les
cristalloides & directrice circulaire, équidomoides ou
équitrémoides, sous le rapport des surfaces et des vo-
lumes. Les personnes versées dans la science géomé-
trique pourront facilement en compléler quelques parties
et développer au besoin ce qui serait jugé trop sommaire.
Le présent Chapitre, en quelque sorte additionnel, a
pour but d’arriver, pour d’autres solides encore, & la
connaissance des volumes, les surfaces ne paraissant pas
icl étre accessibles & la méthode. |

Il s’agira principalement, dans les pages suivantes, des
onglets des cristalloides & directrice elliptique; la direc-
irice parabolique y figurera néanmoins, comme dérivant
deI’ellipse. Je ine bornerai d’ailleurs au calcul des coel-
ficients, avec lesquels le lecteur est déjh famiharisc.

1. — Ellidomoides.

Considérons ( fig. 9) un onglet & directrice elliptique:
soit OG cet arc d’ellipse, I'aréte diedre coincidant avec

le grand axe OF. Menons la perpendiculaire GX et pro-
| 3
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longeons-la jusqu’en E, & sa rencontre avee le cercle
déerit sur Je demi-axe OF.

L’onglet équidomoidal construit sur OE a pour coefli-
cient (Chap. I*%, dernier paragraphe)

OR—2h .2 + cosf3
GzR—7) °Y 3+ 3cosp

Je dis que Ponglet ellidomoidal sur OG a le méme coef-
ficient, R étant alors le demi-axe OF de Iellipse.

En effet, partageons les deux onglets, par des pians
perpendiculaires & OF, en tranches paralleles; par les
droites telles que CE ct DG menons les plans perpendi-
culaires & OFH; les solides ainsi construits dans P'angle
diedre sont des trones de pyramide, pour 'un comme
pour Pautre onglet, et le rapport des volumes de deux
trones correspondants est dans le rapport constant des

caveés des axes FH : OF , ear ces volumes sont dans le
rapport des deux sommes respectives de trois termcs,
savoir, P'une et autre basc et 1a moyenne; or, dans I'el-
iipse, les ordonnées sont aux ordonnées correspondantes

-+

IFH
du cercle dans un rapport constant 55 les bases con-

struites sur ces ordonnées GX, DB sont, ainsi que leurs

|
1

Or
construites sur EX et CB. Les deux sommmes précitées
sont donc dans un rapport conslant, ainsi que les vo-
lumes des trones constroits sur DGXB et sur CEXB.

Il en est de méme pour tous les trones de pyramide
inscrits dans les deux onglets; en passant 4 la limilte,
on voit que lesdits onglets construits sur OG et sur OF

meyennes, dans un rapport conslant ( ) aux bases

T 2
sont dans le rapport (01)

Mais les deux prismes triangulaires correspondants,
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de méme hauteur OF, seront entre cux comme feurs
hases construites sure FH et sur IFI: ces bases sont aussi
'l

dans le rapport (UF) » donc le rapport de 'onglet clli-

domoidal (ou a directrice elliptique) & son prisme est
resté le méme que celut de onglet équidomoidal (ou i
directrice circulaire) au prisme eorvespondant. Ces rap-
ports étant les coelficients respectifs, le coefficient elli-
domoidal est bien celui qui a ét¢ donné en commencant.

Remarquons ici que 'angle 2, dans cette formule, sc
apporte toujours a Pare de cercle de méme hauteur OX
que Parc d’ellipse OG proposé.

La démonstralion serait la méme si OF était le petit
axe de Vellipse; le rapport constant serait seulement
plus grand que 'unmité.

Tandis que les ¢équidomoides ne donnaient lieu u’h
des assemblages sur une base circonseriptible, la distance
du picd de la directrice au pied de Paxe devant rester
constante, la directrice circulaire demeurant identique
a clle-méme, les onglets ellidomoidaux peuvent, au con-
traive, s’assembler sur une base quelconque polygonale
(ou cousidérée comme telle); en effet le coefficient ne
change pas quand on passe d’un onglet cllidomoidal &
un autre dans lequel la distance du pied de 'axe au pied
de la directrice cst différente. Ceei permet aussi de pro-
céder par différence, lorsque le pied de 'axe est exte-
ricur i la base: la construction, dans ce cas, cst une
sorte de pyramide oblique recourbée.

Les solides formés par assemblage ou par diflérence
des onglets précités a dircetrice elliplique (comprenant
anssi le cercle comme cas particulier) porteront le nom
d’ellidomoides.

Quand la base est cirenlaire, Paxe d’assemblage élant
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suppos¢ perpendiculaire sur le centre, ellidomoide est
Uellipsoide de révolution ou sphéroide d’Archimide:
quand la base est elliptique avec méme condition, ¢ cst
Uellipsoide a trois axes.

Lorsque la directrice est un quart d’ellipse, I'arc Ol cs

. . e ’ v A
un quart de circonférence, le coefficient se réduit & 5

Il en est de méme lorsqu’on envisage une demi-circon(o-
rence enticre comme pour la sphere.

Iin raison des rapports constants des trones de pyra-
mide, deux segments d’onglet respectivement ¢quido-
moidaux et ellidomoidaux ont méme formule quant au
volume,

L’onglet construit sur AKGX correspondant i P'onglet
construit sur AJEX a pour mesure, comme ce dernler,
la moitié de la somme de ses bases multipliées par la
hauteur, plus la solidité d’un onglet ayant pour dirce-
tricc une demi-ellipse semblable & la proposée, et de hau-
teur axiale égale & la hauteur AX.

De méme, par assemblage ou différcnce, un segment 2
deux bases détaché d'un cllidomoide a pour mesure la
demi-somme des bases multipliées par la hauteur, plus la
solidité d’un ellidomoide complet semblablc au proposé,
et de hauteur axiale égale & la hauteur du segment.

\I. — Ellitrémoides.

Considérons (fig. 10) un onglet a directrice clliptique
inverse; soit Y0’ cet arc d’ellipse, O’ étant un sommet ct
I"aréte divdre coincidant avec la paraliele IJ 4 axe O'T
meneée par 'extrémité I de I'arc; soit 10 I'are corrvespon-
dant sur un cercle ayant lc rayon OF égal au grand axe
O’I"; cet are est aussi tangent en O a OJ, ct supposons



— 37 —
qu’il donne auss) lien i un onglet qui sera équitrémoidal
(Chap. 11).

Les perpendiculaires correspondantes tracées dans le
cercle etdans Uellipse sont danslerapport constant 1E : 1E
¢gal au rapport des deux axes. On voit facilement que
les perpendiculaires extérieurcs, telles que AC el AD,
sont dans le méme rapport constant. Or ces perpendicu-
laires appartiennent aux bases des troncs de pyramide
que Uon pourrait circonscrire aux deux onglets, comme
dans le numéro précédent il ¢n a ¢té nscrit.

Comparons le volume des deux trones de pyramide
construits sur ABHC et sur ABGD ; les bases étant entre
elles dans un rapport constant, égal, comme précédem-
ment, au carré du rapport des axes, les volumes sont
également .de I'un 4 Pautre solide dans ce rapport con-
stant. Les sommes respectives de ces troncs ct leurs
limites, ¢'est-i~dire nos deux onglets, sont done dans le
méme rapport.

Passons au coefficient : on voit que le prisme de com-
paraison, de hauteur constante, a unc base construite
sur O'J, qui est a la base du prisme construit sur OJ
aussl dans le rapport du carré des axes.

Donc le coefticient ne change pas en passant de ['on-
alet équitrémoidal construit sur 1JO & Ponglet & diree-
trice elliptique construit sur 1JO'.

Ce coefticient a été trouvé égal (Chap. 1, Proe. II) &

g

5+ COSE s:xlﬁcosﬁ-——zrg—@a

5 -+
3 +3cosP sinf3(1 — cosf)

l.es solides formés par P'assemblage ou par la diffe-
rence de parcils onglets inverses ont [e méme coefficient;
on remarquera que pour des hauteurs différentes ce sont
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des soludes différents, et non pas sculement des segmen-
tations de hauteur variable.

Ces solides prendront le nom d’ellitrémoides.

Lorsque Tare est un quart d’cllipse correspondant
0 — 31

O

Lille est applicable au solide résultant de la vévolution
d'un quart d’ellipse autour d’une des tangentes extrémes.

Par des décompositions et considérations analogues i
celles employées dans le présent naméro, on verrait que
tous les divers coefficients en volume des cristalloides
a directrice circulaire sont applicables aux onglets ayant
pour directrice les arcs d’cllipsc correspondant aux arcs
de cercle.

. ’ . I
un quart de circonférence, la formule devient

IIl. — Paradomoides.

Revenons & l’onglct cllidomoidal du n® [; son coeffi-

¢lent est
OR — 2/
6(2R— 1)’

R étant Ie demi-axe de ellipse servant d’aréte diedre.
Sion envisageun onglet dans lequel, 4 restant constant,
R augmente de plus en plus, ¢’est que U'ellipse directrice,
cn s'allongeant sans cesse, s’approche d’une parabole;
a la limite, ¢’est-h-dire pour une directrice parabolique,

. | | . ’ .
fa valeur du cocfficient est ~» en raison de la prédomi-
nance des premiers termes.

L’onglet & directrice parabolique a donc pour coeffi-
. I e .
cient ~; ce cocfficient est constant, comme celui de la

pyramide.
Les solides formés par assemblage ou différence de
parcils onglets prendraicent le nom de paradomoides.
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Quand la hase est cireulaire, Paxe étant perpendicu-
laire sur le centre, 1l s’agit du paraboloide ou conoide
parabolique d’Avchimede.

Jai montré dans mon premier travail que le segment
de paradomoide jouit de la propriété remarquable d’étre
équivalent & la somme de deux paradomoides de méme
hauteur que le segment ct de bases respectivement égales
aux deux bases du segment proposc.

1V, — Paratreémoides.
. e .“ ’ |
Le cocfficient de 'onglet paradomoidal élant connu (;;) 3

r ’ y = 2 . .
ainsi que laire de la courbe (-3-), par la construction

auxiliaire déja employée on passerait & Ionglet inverse
du paratrémoide, dont la formule est

. " I,
Le segment & double base du paradomoide - étant

connu, on pourra de méme passer, avec la construction
de la fig. 11, a4 un paradomoide interséeant ayant pour
aréte diecdre unc pavallele & 'axe de la directrice, et
ensuite au paratrémoide Inverse de ce dernier onglet.
[’aire de la parvabole étant numérique, lous ces coefhi-
cients seront aussi numérigues.
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